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Unter den Leistungen der letzten fünfzig Jahre auf 
dem Gebiete der Geometrie - nimmt die Ausbildung der 
projcctivischeni) Geometrie die erste Stelle ein. 
Weim CS anfänglich schien, als sollten die sogenannten 
metrischen Beziehungen ihrer Behandlung nicht zugänglich 
sein, da sie beim Projiciren nicht ungeäudert bleiben, so 
hat man in neuerer Zeit gelernt, auch sie vom projecti-visohen 
Standpuncte aufzufassen, so daas nun die projectivische 
Methode die geaammte Geometrie umspannt. Die metri- 
schen Eigenschaften erscheinen in ihr nur nicht mehr als 
Eigenschaften der räumlichen Dinge an sich, sondern als Be- 
ziehungen derselben zu einem Fundamental- Gebilde, dem 
unendlich fernen Kugclkreise. 

Vergleicht man mit der so allmählich gewonnenen 
AuBfassungaweise der räumlichen Dinge die Vorstellungen 
der gewöhnlichen (elementaren) Geometrie, so entsteht die 
Frage nach einem allgemeinen Piincipe, nach welchem 
die beiden Methoden sich ausbilden konnten. Diese Frage 
erscheint um so wichtiger als sich neben die elementare 
imd die projectivische Geometrie, ob auch minder entwickelt, 
eine Eeihe anderer Methoden stellt, denen man dasselbe 
ßecht selbständiger Existenz zugestehen muss. Dahin 
gehören die Geometrie der reciproken Radien, die Geometrie 
der rationalen Umformungen etc., wie sie in der Folge 
noch erwähnt und dargestellt werden sollen, 

"Wenn wir es im Nachstehenden unternehmen, ein sol- 
ches Piincip aufzustellen, so entwickeln wir wohl keinen 
eigentlich neuen Gedanken, sondern umgränzcn nur Idar 
und deutlich, was mehr oder minder bestimmt von Manchem 

1) Vergl. Notfl I. dus Anluiiiga. 
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gedacht worden ist. Aber es schien um so berechtigter, 
derartige zusammenfassende Betrachtungen zu publiciren, 
als die G-eometrie, die doch ihrem Stoffe nach einheitlich 
ist, bei der raschen Entwicklung, die sie in der letzten Zeit 
genommen hat, nur zu sehr in eine Eeihe von beinahe 
getrennten Diaciplinen zerfallen ist^), die sich ziemheh un- 
abhängig Yon einander weiter bilden. Es lag dabei aber 
auch noch die besondere Absicht vor, Methoden und Ge- 
sicMspuncte darzulegen, welche Yon Lie und mir in neu- 
eren Arbeiten entwickelt wurden. Es haben unsere bei- 
derseitigen Arbeiten, auf wie verschiedenartige Gegenstände 
sie sieh auch bezogen , übereinstimmend auf die hier dar- 
gelegte allgemeine Auffassungs weise hingedrängt, so dass 
es eine Art von Noth wendigkeit war, auch einmal diese 
zu erörtern und von ihr aus die betr. Arbeiten nach In- 
halt und Tendenz zu characterisiren, 

"War bisher nur von geometrischen Forschungen die 
Rede, so sollen damnter mjt verstanden sein die Unter- 
suchungen über beliebig ausgedehnte Mannigfaltigkeiten, 
die sich, unter Abstreifung des für die rein mathemathische 
Betrachtung unwesentUchen räumüchen Bildes^), aus der 
Geometrie entwickelt haben 3). Es gibt bei der Untersuch- 
ung von Mannigfaltigkeiten eben solche verschiedene Ty- 
pen, wie in der Geometrie, und es gut, wie bei der Geo- 
metrie, das Gemeinsame und das Unterscheidende unab- 
hängig von emander unternommener Forschungen hervor- 
zuheben. Abstract genommen war es im Folgenden nur 
nöthig, schlechthin von mehrfach ausgedehnten Mannigfal- 
tigkeiten zu reden; aber dui'ch Anknüpfung an die geläu- 
figeren räumlichen Torstellungen wird die Auseinandersetz- 
ung einfacher und verständlicher. Indem wir von dorBetrach- 
tung der geometrischen Dinge ausgehen und an ihnen als ei- 
nem Beispiele die allgemeinen Gedanken entwickeln, verfol- 
gen wir den Gang, den die "Wissenschaft in ihrer Ausbil- 
dung genommen hat, und den bei der Darstellung zu Grande 
zu legen gewöhnlich das Yortheilhaf teste ist, — 

1) Vergl. Hoto II. 2) Vcrgl. Note ffl. 3J Vergl. Note IV. 
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Eine vorläufige Exposition des 
ohenen Inhaltes iet hier wohl nicht möglich, da sich derselbe 
kaum in eine knappere Form ^) fügen will; die üehersehrif- 
ten der Paragraphen werden den allgemeinen Fortschritt 
des Gedanken'e angeben. Ich habe zum Schlüsse eine 
Eeihe von Noten zugefügt, in welchen ich entweder, wo 
es im Interesse der allgemeinen Auseinandersetzung des 
Textes nützlich schien, besondere Punkte weiter entwickelt 
habe, oder in denen ich bemüht war, den abatract mathe- 
matischen Standpunkt, der für die Betrachtungen des Tex- 
tes DiaBSgebend ist, gegen vorwandte abzugränzen. 



Gnijipcii Tou räumlicIieiL Traud'uriualiuiiitii. Haii|il^rti]ijie. 
Autslelluiig eines allgenieiueii Prohlems. 

Der wesentlichste Begriff, der bei den folgenden 
Auseinandersetzungen nothwendig ist, ist der einer Gruppe 
von räumlichen A ender ungon. 

Beliebig viele Transformationen des Raumes*) ergeben 
zusammengesetzt immor wieder eine Transformation. Hat 
nun eine gegebene ßeilie von Transformationen die Eigen- 
fcchaft, dass jede Äenderung, die aus den ihr angehörigen 
durch Zusammensetzung hervorgeht, ihr selbst wieder an- 
gehoit, so soll die Beihe eine Transformations- 
gruppe^} genannt werden. 



1) Diese knappe Form ist ein Mangel der im Folgenden gegeTjenen 
Darstellung, der oäb Veratändnisa, wie ich fürchte, wesenüieh erschwe- 
ren wird. Aber dem hätte wohl nur durch eine seht viel weitere Aus- 
einandersetzung ahgehöKen werden können, in der die Binzel-Theorien, 
die hier nur berührt werden, ausführlich entwickelt worden wären. 

2) Wir denken von den Transformationen immer die Qesammtheit 
der räumlichen Gebilde gleichzeitig betroffen und reden desshalb schlecht- 
liin von Transformationen des Baumes. Die Transformationen können, 
wie z. E. die dualiatiseben, statt der Pnnote andere Elemente einfuhren; 
es wird dies im Texte nicht unterschieden. 

3) Begriffsbildnng wie Bezeichnang sind herühergenommen von 
der Substitut ionstheorie, in der nur an Stelle der Transforma- 
tionen eines continuirliohen Gebietes die Vertauschungen einer end- 
lichen Zahl discreter Grössen auftreten. 
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Ein Beispiel für eine Transformationagtuppe bildet die 
Gesanimtheit der Bewegungen (jede Bewegnng als eine auf 
den ganzen Raum ausgeführte Operation betrachtet). Eine 
in ihr enthaltene Gmppe bilden etwa die Eotationen um 
einen Punct*). Eine Gruppe, welche umgeltchrt die 
Gruppe der Bewegungen umfaast, wird durch die Geeammt- 
heit der Collineationen voigeatellt. Die Gesammtheit der 
dualistischen Umformungen bildet dagegen keine Gruppe 
— denn zwei dualistische Umformungen ergeben zusammen 
wieder eine Collineation — , wohl aber wird wieder eine 
Gruppe erzeugt, wenn man die Gesammtbeit der dualisti- 
schen mit der Gesammtheit der collinearen zusammenfügt^). 

Es gibt nun räumliche Transformationen, welche die 
geometrischen 'Bigenschaften räumlicher Gebilde über- 
haupt ungeändert lassen. Geometrische Eigenschaften sind 
nämlich ihrem Begriffe nach unabhängig von der Lage, 
die das zu untersuchende Gebilde im Räume einnimmt, von 
seiner absoluten Grösse, endlich auch von dem Sinne-*), in 
welchem seine Theile geordnet sind. Die Eigenschaften eines 
räumlichen Gebildes bleiben also ungeändert durch alle 
Bewegungen des Raumes, durch seine Aehnlichkeitstrans- 
formationen, durch den Process der Spiegelung, sowie durch 
alle Transformationen, die sich aus diesen zusammensetzen. 
Den Inbegriff aller dieser Transformationen bezeichnen wir 
als die Hauptgruppe^) räumlicher Aendemngen; geo- 
metrische Eigenschaften werden durch die 



1) Camilie Joydan hat alle Gruppen aufgestellt, die überhaupt 
in der Gruppe der Bewegungen enthalten sindr 8nr los groupes da 
mouTementa. Annali di Matematica. t. ü. 

2) Die Tranaformalionen einer Gruppe hrauehen übrigens dorcliaus 
nicht, wie Ana hei den im Texte zu nennenden Groppen alleiilinga im- 
mer der Fall saiu wd, in stetiger Aufeiaanderfolge vorhanden au sein. 
Eine Gruppe bildet z. B. auch die endliche Eeiho von Bewegungen, 
die einen regelmäss^en Körper mit sieh seihst aur Deokuug bringen, 
oder die unondliehe, aber disorete Eeihe, welche eine Sinuslinie sich 
selber superponiren. 

8) Uttep dem Sinne verstehe ich hier die Eigenschaft der Anord- 
. nimg, welche den UiiterBchied von dra; symmetrischen Kgui (dem Spie- 
gelbilde) begründet. Ihrem 8inne nach unterschieden sind also z. 1). 
eine roohts- und eine Unltsgewundene Schraubcniinio. 

4) Dass diese Transformationen eine Gruppe bilden, ist bogrilflich 
notliwendig-. 
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Transformationen der Hauptgruppe nicht geän- 
dert. Auch umgekehrt kann mansagen: Geometrisclje 
Eigenschaften sind durch ihre Unveränderlioh- 
keit gegenüber dcnTranaformationen der Hanpt- 
gruppe characterisirt. Betrachtet man nämlich den 
Kaum einen Augenblick als unbeweghch etc. , als eine starre 
Mannigfaltigkeit, so hat jode Figur ein individuelles Interesse; 
von den Eigenschaften, die sie als Individuum hat, sind 
es nur die eigentlich geometrischen, welche hei den Aen- 
deruQgen der Hauptgruppe erhalten bleiben. Dieser hier 
etwas unbestimmt formulirte Gedanke wird im weiteren 
Verlaufe der Auseinandersetzung deutlicher erscheinen. 

Streifen wird jetzt das mathematisch unwesentliche 
ainnlicho Bild ab, und erblicken im Eaume nur eine mehr- 
fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, also, indem wir an der 
gewohnten Vorstellung des Punctes als Raumelement fest- 
halten, eine dreifach ausgedehnte. Nach Analogie mit den 
räumlichen Transformationen reden wir von Traneforma- 
tionen der Mannigfaltigkeit; auch sie bilden Gruppen. 
Nur ist nicht mehr, wie im Räume, eine Gruppe vor den 
übrigen durch ihre Bedeutung ausgezeichnet; jede Gruppe 
ist mit jeder anderen gleichberechtigt. Als Verallgemeiner- 
ung der Geometrie entsteht so das folgende umfassende 
Problem : 

Es ist eine Mannigfaltigkeit und in dersel- 
ben eine Transformationsgruppe gegeben; man 
soll die der Mannigfaltigkeit angehörigeu Ge- 
bilde hinsichtlich solcher Eigenschaften unter- 
suchen, die durch die Transformationen der 
Gruppe nicht geändert worden. 

In Anlehnung an die moderne Auadrucksweise, die 
man freihch nur auf eine bestimmte Gruppe, die Gruppe 
alicr linearen Umformungen, zu beziehen pflegt, mag man 
auch so sagen: 

Es ist eine Mannigfaltigkeit und in dersel- 
ben eine Transformationsgruppe gegeben. Man 
entwickele die auf die Gruppe bezügliche Inva- 
riaii tentheorie. 
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Dies ist das allgemeine Problem, welches die gewöhn- 
liche Geometrie nicht nur, sondern namentlich auch die 
hier zu nennenden neueren geometrischen Methoden und 
die YerschiedenenBehandlungsweisen beliebig ausgedehnter 
Mannigfaltigkeiten unter sich begreift. "Was besoodera 
betont sein mag, ist die "Willkürlichkeit, die hinsichtlich 
der "Wahl der au adjungirenden Transformationsgnippe be- 
steht, und die daraus fliessende und in diesem Sinne zu 
verstehende gleiche Berechtigung aller sich unter die all- 
gemeine Forderung subsu mir enden Betrachtungsweisen. 



Traiisfoniiatiaiisgiiipi^ieu, rnii Anmi die eine die andere iimfasst) 

werden nach einajider adjiiiigii't. Die versckieileneii Tj'peu geume- 

trischer Forschung und ihr gegenseitiges Yerhältniss. 

Da die geometrischen Eigenschaften räumlicher Dinge 
durch alle Transformationen der Hauptgruppe ungcändert 
bleiben, so ist es an und für sich absurd, nach solchen 
Eigenschaften derselben zu fragen, bei denen dies nur 
gegenüber einem Theile dieser Transformationen der Fall 
ist. Diese Fragesteilung wird indess berechtigt, ob auch 
nur formal, wenn wir die räumlichen Gebilde in ihrer 
Beziehung zu fest gedachten Elementen untersuchen. Be- 
trachten wir z. B. , wie in der sphärischen Trigonometrie, 
die räumlichen Dinge unter Auszeichnung eines Punctes. 
Dann ist zunächst die Forderung; die unter Ädjunction 
der Hauptgruppe invarianten Eigenschaften nicht mehr der 
räumlichen Dinge an sich sondern des von ihnen mit dem ge- 
gebenen Puncto gebildeten System's zu entwickeln. Aber 
dieser Forderung können wir die andere Form ertheilen : 
Man untersuche die räumlichen Gebilde an sich hinsichtlich 
solcher Eigenschaften, welche ungeändert bleiben durch 
diejenigen Transformationen der Hauptgruppe, welche noch 
stattfinden können, wenn wir den Punct fest halten. Mit 
anderen Worten; Es ist dasselbe, ob wir die räumlichen 
Gebilde im Sinne der Hauptgruppe untersuchen und ihnen 
den gegebenen Punct hinzufügen, oder ob wir, ohne ihnen 
ii^end ein Gegebenes hinzuzufügen, die Hauptgruppe durch 
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die in ihr enthaltene Gnippe ersetzen, deren Transforma- 
tionen den bez. Punct iingeäMdert lassen. 

Es ist dies ein in der Folge häufig angewandtes Prinoip, 
das wir desshalb gleich hier allgemein formuliron wollen; 
etwa in der folgenden Weise: 

Es sei eine Mannigfaltigkeit und zu ihrer Behandlung 
eine auf sie bezügliche Transformationsgruppe gegeben. Es 
■werde das Problem Torgelegt, die in der Mannigfaltigkeit 
enthaltenen Gebilde hinsichtlich eines gegebenen Gebildes 
zu untersuchen. 80 kann man entweder dem Sy- 
steme der Gebilde das gegebene hinzufügen, 
und es fragt eich dann nach den Eigenschaften 
des erweiterten System's im Sinne der gegebe- 
nen Gruppe — oder, man lasse das System un- 
erweitert, beschränke aber die Transformatio- 
nen, die man bei der Behandlung zu Grunde legt, 
auf diejenigen in der gegebenen Gruppe ent- 
haltenen, welche das gegebene Gebilde ungeän- 
dert lassen (und die nothwendig wieder eine 
Gruppe bilden). — 

Im Gegensatze zu der zu Anfang des Paragraphen 
aufgeworfenen Frage beschäftige. uns nun die umgekehrte, 
die von Vornherein verständlich ist. "Wir fragen nach den- 
jenigen Eigenschaften räumlicher Dinge, welche bei einer 
Transformationsgruppe erhalten bleiben , die die Haupt- 
gruppc als einen Theil uinfaest. Jede Eigenschaft, die wir 
bei einer solchen Untersuchung finden, ist eine geometri- 
sche Eigenschaft des Ding's an sich, aber das Umgekehrte 
gilt nicht. Bei der Umkehr tritt vielmehr das eben vorge- 
tragene Princip in Kraft, wobei die Hauptgruppe nun die 
kleinere Gruppe ist. Wir erhalten so: 

Ersetzt man die Hauptgruppe durch eine 
umfassendere Gruppe, so bleibt nur ein Theil 
der geometrischen Eigenschaften erhalten. Die 
übrigen erscheinen nicht mehr als Eigenschaf- 
ten der räumlichen Dinge an sjehj sondern als 
Eigenschaften des System's, welches hervorgeht, 
wenn man denselben ein ausgezeichnetes Gebilde 
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hinzufügt. Dieses ausgezeichnete Gebilde ist 
(soweit es überhaupt ein bestimmt es^} ist) da- 
durch definirt, dase es, fest gedacht, dem Räume 
unter den Transformationen der gegebenen 
Gruppe nur noch die Transformationen der 
Hauptgruppe gestattet. 

In diesem Satze beruht die Eigenart der hier zu be- 
sprechenden neueren geometrischen Richtungen und ihr 
Verhältnias zur elementaren Metliodo. Sie sind dadurch 
eben zu oharacterisiren, dasa sie an Stelle der Hauptgruppc 
eine erweiterte Gruppe räumlicher Umfoimungen der Be- 
trachtung zu Gfratide legen. Ihr gegenseitiges Yerhältniss 
ist, sofern sich ihre Gruppen einscbliessen , durch einen 
entsprechenden Satz bestimmt. Dasselbe gilt von den ver- 
schiedenen hier zu betrachtenden Behandlungsweisen mehr- 
fach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten. Es soll dies nun an 
den einzelnen Methoden gezeigt werden, wobei denn die 
Sätze, die in diesem und dem voiigen Paragraphen allge- 
mein hingestellt wurden , ihre Erläutening an concreten 
i finden. 



Bie projectiyisclic (ioomcü'iw. 

Jede räumliche Umformung , die nicht gerade der 
Hauptgruppe angehört, kann dazu benutzt werden, um 
Eigenschaften bekannter Gebilde auf neue Gebilde zu über- 
tragen. So verwerthen wk die Geometrie der Ebene für 
die Geometrie der Flächen, die sich auf die Ebene ab- 
bilden lassen; so schlosa man schon lange vor dem Ent- 
stehen einer eigentlichen projecti vis eben Geometiie von den 
Eigenschaften einer gegebenen Figur auf Eigenschaften 
anderer, die durch Projection aus ihr hervorgingen. Aber 
die pcojectivische Geometrie erwuchs erst, als man sich 



1) Man erzetigt ein solches Gebilde beiapielaweiBe, indem man auf 
ein beliebiges Anfangaelemect, das durch keine Transform iitiou der ge- 
gebenen Gruppe in sieli selbst üborznführen ist, die T^raiisfonnationen 
der Hanptgruppo anwendet. 
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gewölmte, die ursprüngliclie Figur mit allen aus ihr pro- 
jectivisch ableitbaren als wesentlich identisch zu erachten 
und die Eigenschaften, ■welche sich beim Projiciren über- 
tragen, ao auszusprechen, dass ihre Unabhängigkeit von 
der mit dem Projiciren verknüpften Aenderung in Evidenz 
tritt. Hiermit war denn der Behandlung im Sinne von 
§. 1 die Gruppe aller projccti vis eben Umformun- 
gen zu Grunde gelegt und dadurch eben der Gegen- 
satz zwischen projeetivis eher und gewöhnlicher 
Geometrie geschaffen. 

Ein ähnlicher Entwicklungsgang, wie der hier geachil- 
derte, kann bei jeder Art von räumlicher Transformation 
als möglich gedacht werden ; wir werden noch öfter darauf 
Burückkomraen. Er hat sich innerhalb der projectiviachen 
Geometrie selbst noch nach zwei Seiten vollzogen. Die 
eine "Weiterbildung der Auffassung geschah durch Auf- 
nahme der dualistischen Umformungen in die Gruppe der 
zu Grunde gelegten Aenderungen. Für den heutigen Stand- 
punct sind zwei einander dualistisch entgegenstehende Fi- 
guren nicht mehr als zwei unterschiedene sondern als we- 
sentlich dieselben Figuren anzusehen. Ein anderer Schritt 
bestand in der Erweitemng der zu Grande gelegten Gruppe 
collinearer und dualistischer Umformungen durch Auf- 
nahme der bez. imaginären Transformationen. Dieser 
Schritt bedingt, dass man vorher den Kreis der eigentlichen 
Kanmelemente durch Hinzunahme der imaginären erweitert 
habe — ganz dem entsprechend, wie die Aufnahme der 
dualistischen Umformungen in die zu Gi-unde gelegte Gruppe 
die gleichzeitige Einführung von Punct und Ebene als 
ßaumelement nach sich zieht. Es ist hier nicht der Ort, 
auf die Zweckmässigkeit der Einführung imaginärer Ele- 
mente zu verweisen, durch welche allein der genaue An- 
schluss der Raumlehre an das einmal gewählte Gebiet 
algebraischer Operationen erreicht wird. Dagegen muss 
betont werden, dass der Grand für die Einfühmng eben 
in der Betrachtung algebraischer Operationen, nicht aber 
in der Gruppe der projectivischen und dualistischen Um- 
formungen liegt. So gut wir uns bei den letzteren auf 
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12 

reelle Tranafonnationen bcscbränkcii können, da schon die 
reellen Collineationen und duaHstischen Transformationen 
eine Gruppe bilden; — so g:ut können wii' imaginäre Raum- 
elemente einführen, auch wenn wir nicht auf projektivischem 
Standpunete stehen, und aollen es, sofern wir principiell 
algebraische Q-ebilde untersuchen. 

"Wie man vom projectivischem Standpunete aus die 
metrischen Eigensehaften aufzufassen hat, bestimmt sich 
nach dem allgemeinen Satze des Torangehenden Paragra- 
phen. Die metrischen Eigenschaften sind als projeotivische 
Beziehungen zu einem Fundamentalgebilde, dem unendlich 
fernen Kugelkreise ') , zu betrachten , einem G-ebilde, das 
die Eigenschaft hat, nur durch diejenigen Transformationen 
der projectivischen Gruppe, die eben auch Transformationen 
der Hauptgruppe sind, in sieh überzugehen. Der so schlecht- 
hin ausgesprochene Satz bedarf noch einer wesentlichen 
Ergänzung, die der Beschränkung der gewöhnlichen An- 
schauungsweise auf reelle Raumelemente (und reelle Trans- 
formationen) entspi-icht. Man muss dem Kugelkreise, um 
diesem Standpunete gerecht zu werden, noch das System 
der rellen Raumelemente (Puncto) ausdrücklich hinzufügen ; 
Eigenschaften im Sinne der elementaren Geometrie sind 
projeetivisch entweder Eigenschaften der Dinge an sich 
oder Beziehungen zu diesem Systeme der reellen Elemente, 
oder zum Kugelkreise oder endlich zu beiden. 

Es mag hier noch der Art gedacht werden, wie 
V. Staudt in seiner Geometrie der Lage die projectivische 
Geometrie aufbaut — d. h. diejenige projectivische Geo- 
metrie, welche sich auf Zugrundelegung der Gruppe aller 
reeller projeetivisch- dualistisch er Umformung beschränkt ^), 

Es ist bekannt, wie er dabei aus dem gewöhnlichen 



1) Diese Anachauungaweiae ist als eine der schönsten Leistungen 
von Cliaalea zu betrachten; durch aie erat gewinnt die Btntheilang 
in Bigeuschaften der Lage und Eigenschaften dea Maasea, wie man aie 
gern an dio Spitze der projeetivisohen Geometrie atellt, einen präoisen 
Inhalt 

2) Den erweiterten lixeia, der anoh imaginäre Umfonnungen um- 
spannt, hat Y. Staudt erat in den , beitragen zur Geometrie der 
Lage" zu Grunde gelogt. 
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Anschauungsmaterial nur solche Momente herausgreift, die 
aueli bei projectivisehen Umformujigen erhalten bleiben. 
Wollte man weiterhin zur Betrachtung auch metrischer 
Eigenschaften übergehen, so hätte man die letzteren ge- 
radezu als Beziehungen zum KugeUtreise einzufuhren. Der 
so vervollBtändigte Q-edankengang ibt für die hiei' vorlie- 
genden Betrachtungen insofern von grosser Bedeiiining, als 
ein entsprechender Aufbau der Gteometiie im Sione jeder 
einzelnen der noch anzuführenden Metliodun möglich ist. 

§. *:■ 

ll«bertr»g;iuig (turuli ihbiltluiig. 

Ehe wir in der Besprechung der geometrischen Me- 
thoden, die eicli neben die elementai'e und die projectivische 
Geometrie steUon, weiter gehen, mögen allgemein einige 
Betrachtungen entwickelt werden, die im Folgenden immer 
wieder vorkommen und zu denen die bisher berührten 
Dinge bereits hinreichend viele Beispiele liefern. Auf diese 
Erörterungen bezieht sich der gegenwärtige und der nächst- 
folgende Paragraph. 

Gesetzt, man habe eine Mannigfaltigkeit A unter Zu- 
grundelegung einer Gruppe B untersucht. Führt man so- 
dann A durch irgendwelche Transformation in eine andere 
Mannigfaltigkeit A' über, so wird aus der Gmppo B von 
Aenderungen, die A in sich transformirten , nunmehr eine 
Gruppe B', deren Transformationen sich auf A' beziehen. 
Dann ist es ein selbstverständliches Princip, daas die 
Behandlungsweise vonA unter Zugrundelegung 
von B die Behandlungsweise von A' unter Zu- 
grundelegung von B' ergibt, d. h. jede Eigenschaft, 
welche ein in A enthaltenes Gebilde mit Bezug auf die 
Gruppe B hat, ergibt eine Eigenschaft des entsprechenden 
Gebildes in A' mit Bezug auf die Gruppe B'. 

Lassen wü' z. B. A eine gerade Linie, B die dreifach 
unendlich vielen linearen Transformationen bedeuten, welche 
dieselbe in sich überfühi'en. Die Eehandlungsweiao von A 
ist dann eben diejenige, welche die neuere Algebra als 
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Theorie der binären Formen bezeichnet. Nun kann man 
die gerade Linie auf einen Kegelschnitt Ä' der Ebene 
durch Projection von einem Punete des letzteren aus be- 
ziehen. Aus den linearen Transformationen B der Geraden 
in aich selbst werden dann die linearen Transformationen 
B' des Kegelschnittes in sich selbst, wie man leicht zeigt, 
d, h, diejenigen Aenderungen des Kegelschnittes, welche 
mit den linearen Transformationen der Ebene, die den Ke- 
gelschnitt in sich überführen, verknüpft sind. 

Es ist nun aber nach dem Princip des zweiten Para- 
graphen ^) dasselbe: nach der Geometrie auf einem Kegel- 
schnitte zu fragen, wenn man sich den Kegelschnitt als 
fest denkt und nur auf diejenigen linearen Transformatio- 
nen der Ebene achtet, weiche ihn in sich überführen, oder 
die Geometrie auf dem Kegelschnitte zu studiren, indem 
man überhaupt die linearen Transformationen der Ebene 
betrachtet und sich den Kegelschnitt mit ändern lässt. Die 
Eigenschaften, welche wir an den Punctsystemen auf dem 
Kegelschnitte auffassten, sind mithin im gewöhnlichen Sinne 
projectivischc. Die Verknüpfung der letzten Ueberlegung 
mit dem eben abgeleiteten Kesultate gibt also: 

Binäre Pormentheorie und projectiviscbo 
Geometrie der Punotsysteme auf einem Kegel- 
schnitte ist dasselbe, d. h. jedem binären Satze 
entspricht ein Satz über derartige Punotsy- 
steme und umgekehrt ^). 

Ein anderes Beispiel, welches geeignet ist, diese Art 
von Betrachtungen zu veranschaulichen, ist dae folgende: 
Wenn man eine Fläche zweiton Grades mit einer Ebene 
durch stereographiache Projection in Verbindung setzt, so 
tritt auf der Fläche ein Fundamentalpunet auf: der Pro- 
]cctionspunct, m dei Ebene sind es zwei die Bildei der 
durdi den PiojeLtion^puiit g henden Eizeugendeu Min 

1) Wenn man will ist hier dat Prinnp mit r etwas irweiti-rt c 
Ponn angewcnlet 

2) Stitt les K geläLliaittes in der Pbpni, Lmn man mit gleielipm 
Erfolj,e eino Eauii urvo drittur Ürdmiig einfilir n itLerlinit bei n 
Dim naimnn etwas Entspr h niies lulateUen 
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zeigt nun ohne "Weiterea : Die linearen Transformationen 
der Ebene, welche die beiden Fundamcntalpuncte dersel- 
ben ungeändert lassen, gehen durch die Abbildung in 
lineare Transformationen der Fläche zweiten Grades in 
sich selbst über, aber nur in diejenigen, welche den Pro- 
jectionspunct ungeändert lassen. Unter linearen Transfor- 
mationen der Fläche in sich selbst sind dabei diejenigen 
Aenderungen verstanden, welche die Fläche erfährt, wenn 
man lineare Haumtransformationen ausführt, welche die 
Fläche mit sich selbst zur Deckung bringen. Hiernach 
wird also die projectiYische Untersuchung einer Ebene un- 
ter Zugrundelegung zweier Puncte und die projectivische 
Untersuchung einer Fläche zweiten Gfrades unter Zugmnde- 
legung eines Punctcs identisch. Die erstere ist nun — so- 
fern man imaginäre Elemente mit in Betracht zieht — 
nichts Anderes, als die Untersuchung der Ebene im Sinne 
der elementaren Geometrie. Denn die Hauptgruppe der 
ebenen Transformationen besteht eben in den linearen Um- 
formungen, welche ein Punetepaar (die unendlich fernen 
Kreispuncte) ungeändert lassen. "Wir erhalten also schliess- 
lich: 

Die elementare Geometrie der Ebene und 
die projectivische Untersuchung einer Fläche 
zweiten Grades unter Hinzunahme eines ihrer 
Puncte sind dasselbe. 

Diese Beispiele liesaen sicli beliebig vervielfachen ^) ; 
die beiden hier entwickelten sind gewählt worden, da wir 
in der Folge noch Gelegenheit haben werden, auf dieselben 
zurückankommen. 



1) Bez. anderer Beispiele, sowie namentlich der Brweitorungeii auf 
mehr Dimensionen, deren die angeführten föhig sind, verweise ich anf 
bez. Änseinanderaetzüngen in einem Aufsatze von mir: Ueher Li- 
nie ngeometrie und metrische Geometrie. MatfL Ännalen, 
t. V, 2, sowie anf die sogleieli noch zu naiuiendeii Lio'schon Arheiten. 
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Ton der ffillküvliclikeif in der Wahl des ßaunielemeiils. llas ÜPise'- 
sclie llel)erlraguiig«pr)nci|i. öie Liiiifiigeoinetrie. 

Als Element der geraden Linie, der Elipne, des Eau- 
mes, überhaupt einer zu untersuchenden Mannigfaltigkeit 
kann statt des Punctes jedes in der Mannigfaltigkeit ent- 
haltene Gebilde: die Punctgruppe, ey. die Curve, die 
Fläche u. s. w. verwandt werden*). Indem über die Zahl 
■willkürlicher Parameter, von denen man diese Gebilde ab- 
hängig setzen will, von Vornlierein gar Nichts fest steht, 
erscheinen Linie, Ebene, Baum etc. Je nach der Wahl des 
Elementes mit beliebig vielen Dimensionen behaftet. Aber 
so lange wir der geometrischen Untersuchung 
dieselbe Gruppe von Aenderungen zu Grunde 
legen, bleibt der Inhalt der Geometrie unver- 
ändert, das heisst, jeder Satz, der bei einer Annahme 
des ßaumelements sich ergab, ist auch ein Satz bei belie- 
biger anderer Annahme, nur die Anordnung und Ver- 
knüpfung der Sätze ist geändert. 

Das "Wesentliche ist also die Transformati onsgmpp e ; 
die Zahl der Dimensionen, die wir einer Mannigfaltigkeit 
beilegen wollen, erscheint als etwas Secundäi'es. 

Die Yerknüpfiing dieser Bemerkung mit dem Princip 
des vorigen Paragraphen ergibt eine Eeilie schöner Anwen- 
dungen, von denen hier einige entwickelt werden mögen, 
da diese Beispiele mehr ak alle lange Auseinandersetzung 
geeignet scheinen, den Sinn der allgemeinen Betrachtung 
darzulegen. 

Die projeotivische Geometrie auf der Geraden (die 
Theorie der binären Formen) ist nach dem vorigen Para- 
graphen mit der projeetivischen Geometrie auf dem Kegel- 
schnitte gleichbedeutend. Auf letzterem mögen wir jetzt 
statt des Punctes das Punctepaar als Element betrachten. 
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Die Geaammtlieit dec Puttctepaare des Kegelaclmitts läset 
sich aber auf die G-esammtlieit der Geraden der Ebene be- 
ziehen, indem man jede Gerade dem Punctepaare zuordnet, 
in welchem sie den Kegelschnitt trifft. Bei dieser Abbild- 
ung gehen die linearen Transformationen des Kegelschnitts 
in sich selbst in die linearen Transformationen ^er (aus 
Geraden bestehend gedachten) Ebene über, welche den 
Kegelschnitt ungeändert lassen. Ob wir aber die aus den 
letzteren bestehende Gruppe betrachten, oder die Gosammt- 
heit der hnearen Traneformationen der Ebene zu Grunde 
legen und den zu untersuchenden Gebilden der Ebene den 
Kegelßchnit* allemal hinzufügen, ist nach §. 2 gleichbedeu- 
tend. Indem wir alle diese TJeberlegungen zusammen neh- 
men, haben wir: 

Die Theorie der binären Formen und die pro- 
jectivische Geometrie derEbe neunter Zugrunde- 
legung eines Kegelschnittes sind gleichbedeu- 
tend. - 

Da endlich projectivische Geometrie der Ebene unter 
Zugrundelegung eines Kegelsclmittes eben wegen der Gleich- 
heit der Gruppe mit der projectivischen Massgeometrie coin- 
cidirt , die man in der Ebene auf einen Kegelachnitt grün- 
den kann'), so mögen wir auch so sagen: 

Die Theorie der binärenPormen und die all- 
gemeine projectivische Massgeometrie in der 
Ebene sind dasselbe. 

Statt des Kegelschnitts in der Ebene können wir in 
der vorstehenden Betrachtung die Curve diitter Ordnung 
im Baume setzen etc., doch mag dies unausgeführt bleiben. 
Der hier dargelegte Zusanamenhang zwischen der Geometrie 
der Ebene, weiterhin des Raumes oder einer beliebig aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit deckt sich im "Wesentlichen mit 
dem von Hesse vorgeseldagenen Uebertragungsprincipe 
fBorchardt's Journal Bd. 66). 

Ein Beispiel ganz ahnhcher Art ergibt die projcctivieoho 
Geometrie des Raumes, oder, anders ausgedrückt, die Thco- 



1) Vergl. Nato V. 
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rie der quaternären Formen. Fasst man die gerade Linie 
als Eaumelenient und ertheilt ihr, wie in der Linien- 
georaetrie geschieht, sechs homogene Coordioaten, zwischen 
denen eine Bedingungsgloichiing vom zweiten Grade Statt 
findet, so erscheinen die linearen und dualistischen Trans- 
formationen des llaumes als diejenigen linearen Transfor- 
mationen der unahhängig gedachten sechs Veränderlichen, 
welche die Bedingungsgleiehung in sich üherführen. Durch 
eine Verknüpfung ähnlicher Ueherlegungen, wie sie soeben 
entwickelt wurden, erhält man hieraus den Satz: 

Die Theorie der quaternäron Formen deckt 
sich mit der projectivischen Masabestimmung 
in einer durch 6 homogene Veränderliche er- 
zeugten Mannigfaltigkeit. 

Wegen der näheren Ausführung dieser Auffassung ver- 
weise ich auf einen demnächst in den Math. Anmalen (Bd. 
VI) erscheinenden Aufsatz: „Ueher die sogenannte Nicht- 
Euklidische Geometrie", sowie auf eine Note am Schlüsse 
dieser Mittheilung ^). 

Ich knüpfe an die vorstehenden Auseinandersetzungen 
noch zwei Bemerkungen, von denen die erste zwar schon 
implicite in dem Bisherigen enthalten ist, aber ausgeführt 
werden soll, weil der Gegenstand, auf den sie sich bezieht, 
zu leicht Mi ssver Ständnissen ausgesetzt ist. 

Wenn wir beliebige Gebilde als Kaumelemente ein- 
führen, so erhält der Raum beliebig viele Dimensionen, 
Wenn wir dann aber an der uns geläufigen (elementaren oder 
projectivischen) Anschauungsweise festhalten, so ist die 
Gruppe, welche wir für die mehrfach auBgedehnte Mannig- 
faltigkeit zu Grunde zu legen haben, von Vomo herein ge- 
geben; es ist eben die Hauptgruppe bez. die Gruppe der 
projectivischen Umformungen, Wollten wir eine andere 
Gruppe zu Grunde legen, so müssten wir von der gewöhn- 
lichen bez. der projectivischen Anschauung abgehen. So 
richtig es also ist, dass bei geschickter Wahl der Raum- 
elemente der Raum Mannigfaltigkeiten von beliebig vielen 

1) Vergl. Note VI. 
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Auedelinungeii repräseutirt, so wichtig ist es, li 
dass bei dieser Eopräsentation entweder von 
Vorneherein eine bestimmte Gruppe der Behand- 
lung der Mannigfaltigkeit zu Grunde zu legen 
ist, oder dass wir, wollen wir über die Gruppo 
verfügen, unsere geometrische Auffassung ent- 
sprechend auszubilden haben. — Es könnte, ohne 
diese Bemerkung , z. B. eine Repräsentation der Linien- 
geometrie in der folgenden "Weise gesucht werden. Die 
Gerade erhält in der Liniengeometrio sechs Coordinaten; 
eben so viele Coefficienten besitzt der Kegelschnitt in der 
Ebene. Das Bild der Liniengeometrie würde also die Geo- 
metrie in einem Kegelschnittsysteme sein, das aus der Ge- 
sammtheit der Kegelschnitte durch eine quadratische Gleich- 
ung zwischen den Coefficienten ausgesondert wird. Das 
ist richtig, sowie wir als Gruppe der ebenen Geometrie die 
Gesammtheit der Transformationen zu Grunde legen, die 
durch lineare Umformungen der Kegelschnitts -Coefficien- 
ten repräsentirt werden, welche die quadratische Beding- 
un^gleichung in sich überführen. Halten wir aber an der 
elementaren bez. der projectivischen Auffassung der ebenen 
Geometrie fest, so haben wir eben kein Bild. 

Die zweite Bemerkung bezieht sich auf folgende Be- 
griflfsbildung. Sei im Baume irgend eine Gruppe, etwa 
die Hauptgrupi)e gegeben, 80 wähle man ein einzelnes 
räumliches Gebilde, etwa einen Punct, oder eine Gerade, 
oder auch ein EiÜpsoid etc. aus und wende auf dasselbe 
alle Transformationen der Hauptgruppe an. Man erhält dann 
eine mehrfach unendliche Mannigfaltigkeit mit einer An- 
zahl von Dimensionen, die im Allgemeinen gleich der Zahl 
der in der Gruppe enthaltenen willkürliehen Parameter ist, 
die in besonderen Fällen herabsinkt, wenn nämlich das 
ursprünglich gewählte Gebilde die Eigenschaft besitzt, durch 
unendlich viele Transformationen der Gruppe in sich über- 
geführt zu werden. Jede so erzeugte Mannigfaltigkeit 
heisse mit Bezug auf die erzeugende Gruppe ein Körper.') 

1) Ich wähle den Hamen nach dorn Vorgange von Dedfikind, 
der in der Zahlaiitlioorie ein Zahlengehiot als Körper bezeichnet, wenn 
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"Wollen wir nun den Raum im Sinne der Gruppe unter- 
suchen und dabei boatimmtc Gebilde als Eaumeiemente 
auszeichnen, und wollen wir nicht, dasa Gleichberechtigtea 
ungleichartig dargestellt werde, somüasenwir dicEaum- 
olemente ersichtlich so wählen, dasa ihre Man- 
nigfaltigkeit entweder selbst einen K(5rper bil- 
det oder in Körper zerlegt werden kann, Yon 
dieser evidenten Bemerkung aoU später (§. 9) eine Anwen- 
dung gemacht werden. Der Körper-Bogriff selbst wird im 
SchlusBparagraphen in Verbindung mit -verwandten Begrif- 
fen noch einmal zur Sprache kommen. 



Die ticojiieti'ie der rcdpi'okcii Rartien. Die Iuter|iiTt.itioii TOii s+iy. 

Wir kehren mit diesem Paragraphen zur Besprechung 
der verschiedenen Richtungen der geometrischen Forschung 
zurück, wie sie in §§.^2. 3 begonnen wurde. 

Ale ein Seitenstück zu den Betrachtungsweisen der 
projecti vischen Geometrie kann man in vielfacher Hinsicht 
eine Claase geometrischer Ueberlegungen betrachten, bei 
denen von der Umformung durch reciproke Eadien fort- 
laufender Gebrauch gemacht wird. Ea gehören hierher die 
Untersuchungen über die sog. Cyeliden und anallagmatische 
Flächen, über die allgemeine Theorie der Orthogonalsy- 
steme, ferner Untereuchungen über das Potential etc. Wenn 
man die in denselben enthaltenen Betrachtungen noch nicht 
gleich den projectiTiachen zu einer besonderen Geometrie 
zusammengefasst hat, die dann als Gruppe die Ge- 
sammtheit derjenigen Umformungen zu Grunde 
zu legen hätte, welche durch "Verbindung der 
Hauptgruppe mit der Transformation durch re- 
ciproke Radien entstehen, so ist das wohl dem zu- 
fälligen "Umstände anzuschreiben, dass die genannten Theo- 
rien seither nicht im Zusammenhange dargestellt worden 



ea aii3 gegebenen Elementon durch gegeieno Operationen entstanden ist. 
(Zweite Auflage von Dirichlet'a Vorleaimgen.) 
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sind ; den einzelnen Autoren, die in dieser Eiehtnng arbei- 
teten, wird eine solche metliodiache Auffassung niolit fem 
gelegen haben. 

Die Parallele zwischen dieser Geometrie der reeiproken 
Radien und der projectivisohen ergibt sich, sowie einmal 
die Frage nach einem Vergleiche vorhanden ist, von selbst, 
und es mag daher nur ganz im Allgemeinen imi die fol- 
genden Puncte aufmerksam gemacht werden: 

In der projectivisohen Geometrie sind Punet, Gerade, 
Ebene die Elementar-Begriffe. Kreis und Kugel sind nur 
specielie Fälle von Kegelschnitt und Fläche zweiten Gra- 
des. Das unendlich Feme der elementaren Geometrie er- 
scheint als Ebene; das Fundamentalgebilde , auf welches 
sich die elementare Geometrie bezieht, ist ein unendlich 
ferner, imaginärer Kegelschnitt. 

In der Geometrie der reeiproken üadien sind Punct, 
Kreis und Kugel die Elementarbegriffe. Gerade und Ebene 
sind spoeielle -Fälle der letzteren, dadurch charakterisirt, 
dass sie einen, im Sinne der Methode übrigens nicht weiter 
ausgezeichneten Punct, den unendlich fernen Punct ent- 
halten. Die elementare Geometrie erwächst, so wie man 
diesen Punct fest denkt. 

Die Geometrie der reeiproken Radien ist einer Ein- 
kleidung fähig, welche sie neben die Theorie der binären 
Formen und die Liniengeometrie stellt, falls man die letz- 
teren in der "Weise behandelt, wie das im vorigen Para- 
graphen angedeutet wurde. Wir mögen zu diesem Zwecke 
die Betrachtung zunächst auf ebene Geometrie und also 
auf Geometrie der reeiproken Radien in der Ebene*) be- 
schränken. 

Es wurde bereits des Zusammenhangs gedacht, der 
zwischen der elementaren Geometrie der Ebene und der 
projectivi sehen Geometrie der mit einem auegezeichneten 



1) Geometrie der reeiproken Eadien auf der Geraden ist mit der 

Srojeoti vis eben ■nntersuchwig der Geraden gleichbedeutend, da die tez. 
'mformungen die nSmlichen sind. Man kann daher auok in der Geo- 
metrie der reeiproken Eadipn von einem Doppelverhältnis so von 
rier Puncten einer Geraden nnd weiterhin cinca Kreises reden. 
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Punote versehenen Fläche zweiten Grades besteht {§. 4). 
Sieht man von dem ausgezeichneten Punote ab und betrach- 
tet also die projectivische Geometrie auf der Fläche an sich, 
so hat man ein Bild der Geometrie der reciproken Radien 
in der Ebene. Denn man überzeugt sich leicht ^), dass der 
Transformationsgruppe der reciproken Radien in der Ebene 
vormöge der Abbildung der Fläche zweiten Grades die Ge- 
samnitbeil; der linearen Transformationen der letzteren in 
sich selbst entspricht. Man hat also: 

Geometrie der reciproken Radion in der 
Ebene und projectivische Geometrie auf einer 
Fläche zweiten GIrades ist dasselbe, 
und ganz entsprechend: 

Geometrie der reciproken Radien im Räume 
ist mit der projectivischen Behandlung einer 
Mannigfaltigkeit gleichbedeutend, die durch 
eine quadratische Gleichung zwisohßu fünf ho- 
mogenen Veränderliehen dargestellt wird. 

Die Raumgeometrie ist also durch die Geometrie der 
reciproken Radien in ganz dieselbe Verbindung mit einer 
Mannigfaltigkeit von vier Dimensionen gesetzt, wie vermöge 
der Liniengeometrie mit einer Mannigfaltigkeit von fünf 
Ausdehnungen. 

Die Geometrie der reciproken Radien in der Ebene 
gestattet, sofern man nur auf reelle Transformationen 
achten will, noch nach einer anderen Seite eine interessante 
Darstellung, resp. Verwendung. Breitet man nämlich eine 
complexe Variable x+iy in gewöhnlicher Weise in der Ebene 
aus, so entspricht ihren linearen Transformationen die 
Gruppe der reciproken Radien, mit der erwähnten Beschränk- 
ung auf das Reelle. Die Untersuchung der Functionen 
einer eomplexen Veränderlichen, die beliebigen linearen 
Transforma.tionen unterworfen gedacht ist, ist aber nichts 
Anderes, als was bei einer etwas abgeänderten Darstollungs- 
woise Theorie der binären Formen genannt wird. Also: 
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Die Theorie der binären Formen findet ihre 
Darstellung durch dieöeometrie der reciproken 
Eadien in der reellen Ebene, so zwar, dass auch 
die complexen Wertho der Variabein repräaen- 
tirt worden. 

Von der Ebene mögen wir, um in den gewohnteren 
Voratellungskreia der projectivisehen Umformungen zu ge- 
langen, zur Fläche zweiten Grades aufsteigen. Da wir nur 
reelle Elemente der Ebene betrachteten, iat es nicht mehr 
gleichgültig, wie man die Eläche wählt; sie ist ersichtlich 
nicht geradlinig zu nehmen. Insbesondere können wir uns 
dieselbe — wie man das zur Interpretation einer complexen 
Veränderlichen auch sonst thut — als Kugelfläche denken 
und erhalten so den Satz; 

Die Theorie der binären Tormen complexer 
Variablen findet ihreßepräsentationin der pro- 
jectivischen Geometrie der reellen Kugelfläche. 

Ich habe mir nicht versagen mögen, in einer ITote'-) 
noch auseinanderzusetzen, wie schön dieses Bild die Theorie 
der binären eubischen und biquadratischen Formen erläutert. 

§•'• 

Erweiteningeii des Vofiuigelieiiden. Lie's Kugelgeoiiiefrie, 

An die Theorie der binären Formen, die Geometrie 
der reciproken Eadien und die Liniengeometrie, welche im 
Vorstehenden ooordinirt und nur durch die Zahl der Ver- 
änderlichen unterschieden scheinen, lassen sich gewisse Er- 
weiterungen knüpfen, die nun allein an der gesetzt werden 
mögen. Dieselben sollen einmal dazu beitragen, den Ge- 
danken, dass die Gruppe, welche die Behandlungswcise ge- 
gebener Gebiete bestimmt, beliebig erweitert werden kann, 
an neuen Beispielen zu erläutern; dann aber ist namentlieh 
die Absieht gewesen, Betrachtungen, welche Lie in einer 
neueren Abhajidlung niedergelegt hat^), in ihrer Beziehung 

1) Vergl. Nöte VII. 

2) Partielle Differentialgleichungen' und Coinplexe. Math. Anna- 
len V. 
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zu den hier Torgetragenon Ucberlegungeii darzulegen. Der 
"Weg, auf welchem wir zu Lie's Kugelgeoraetrie gelangen, 
weicht insofern von dem von Lie eingeschlagenen ab, als 
Lie an liniengooinetrische Vorstellungen anknüpft, während 
wir, um uns mehr der gewohnlichen geometrischen Anschau- 
ung anzuschlicssen und im Zusammenhange mit dem Yor- 
hergehenden zu hleiben, bei den bez. Auaeinanderaetzun- 
gen eine geringere Zahl von VeränderÜchen voraussetzen. 
Die Betrachtungen sind, wie bereits Lie selbst hervorge- 
hoben hat fGöttinger Nachrichten 1871. N. 7, 22) von der 
Zahl der Variabein unabhängig. Sie gehören dem grossen 
Kreise von Untersuchungen an, welche sich mit der pro- 
jectivischen Untersuchung quadratischer Gleichungen zwi- 
schen beliebig vielen Veränderlichen beschäftigen, Unter- 
suchungen, die wir bereits öfter berührt haben und die uns 
noch wiederholt begegnen werden (vergl. §. 10 u. a.) 

Ich knüpfe an den Zusammenhang an, der zwischen 
der reellen Ebene und der Kugelfläche durch stereogra- 
phische Projection hergestellt wird, "Wir setzten bereits in 
§. 5 die Geometrie der Ebene mit der Geometrie auf ei- 
nem Kegelschnitte in Verbindung, indem wir der Geraden 
der Ebene das Punctepaar zuordneten, in welchem sie den 
Kegelschnitt trifft. Entsprechend können wir einen Zu- 
sammenhang zwischen der Baumgeometrio und der Geo- 
metrie auf der Kugel aufstellen, indem wir jeder Ebene 
des Eaumes den Kreis zuordnen, in welchem sie die Ku- 
gel schneidet. Uebeitragen wir dann durch stereographi- 
sche Projection die Geometrie auf der Kugel von dei-selben 
auf die Ebene, wobei jeder Kreis in einen Kreis übergeht, 
so entsprechen einander also: 

die Eaumgeometrie , welche als Element die Ebene, 
als Gruppe diejenigen linearen Transformationen benutzt, 
welche eine Kugel in sich überführen; 

die ebene Geometrie, deren Element der Kreis, deren 
Gruppe die Gruppe der reciproken Radien ist. 

Die erstere Geometrie wollen wir nun nach zwei Sei- 
ten verallgemeinem, indem wir statt ihrer Gruppe eine 
umfassendere setzen. Die resultirende Erweiterung über- 
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trägt eich dann durch die Abbildung ohne "Weiteres auf 
ebene G-comotrie. 

Statt der linearen Transformationen des aus Ebenen 
bestehenden Raumes, welche dieEugel in sich überführen, 
liegt es nahe, entweder die Gesammtheit der linearen Trans- 
formationen dea Raumes, oder die Gesammtheit der Ebenen- 
Transformationen des Raumes zu wählen, welche die Ku- 
gel ungeändert lassen, indem wir das eine Mal von der 
Kugel, das andere Mal von dem hnearen Character der 
anzuwendenden Transformationen absehen. Die erste Ver- 
allgemeinerung ist ohne Weiteres verständlich und wir 
mögen sie also zuerst betrachten und in ihrer Bedeutung 
für ebene Geometrie verfolgen; auf die zweite kommen 
wir hernach zurück, wobei es sich denn zunächst darum 
handelt, die allgemeinste betreffende Transformation zu be- 
stimmen. 

Die linearen Transformationen des Raumes hg,ben die 
Eigenschaft gemein, Ebenonbüschel und Ebenenbündel wie- 
der in solcho überzuführen. Aber auf die Kugel übertra- 
gen ergibt das Ebenenbüschel ein Kreisbüschel , d. h. eine 
einfach unendhche Reihe von Kreisen mit gemeinsamen 
Schnittpunkten; das Ebenenbündel ergibt ein Ereisbündel, 
d. h. eine zweifach unendliche Schaar von Kreisen, die 
auf einem festen Kreise senkrecht stehen (dem Kreise, des- 
sen Ebene die Polarebene des den Ebenen des geg. Bün- 
dels gemeinsamen Punctes ist). Den linearen Transforma- 
tionen des Raumes entsprechen also auf der Kugel und 
weiterhin in der Ebene Kreistransformationen von der cha- 
racteristischen Eigenschaft, Kreisbüschel und Kreisbündel 
in ebensolche überzuführen '). Die ebene Geometrie 
welche die Gruppe der so gewonnenen Trans- 
formationen benutzt, ist das Bild der gewöhn- 
lichen projeetivischen Raumgeometrie. Als Ele- 
ment der Ebene wird man in dieser Geometrie nicht den 
Punct benutzen können la die Puncte für die gewählte 



■ 1) Diese Traiisf Tmtijii i w ripi i,clpfe itl 1 ii Grasam 
Ausdehnimg^lLlire 1 ctrichtet ( i dar Aufl g \uii l'if>2 p. 278J. 
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TraneformatioiiBgruppe keinen Körper bilden (§, 5), son- 
dern man wird die Kreise als Elemente wählen. 

Bei der aweiten Erweiterung, die ■wir nannten, gilt es 
zunächst die Frage nach der Art der bez. Transformations- 
gruppe erledigen. Es handelt sich darum. Ebenen - Trans- 
formationen zu finden, die aus jedem Ebenenbündel, des- 
sen Scheitel auf der Kugel Hegt, wieder ein solches Bün- 
del machen. Wir mögen der kürzeren Ausdrucksweise 
wegen zunächst die Frage dualistisch umkehren und über- 
dies einen Schritt in der Zahl der Dimensionen hinab 
gehen; wir wollen also nach Puncttransformationen der 
Ebene fragen, welche aus jeder Tangente eines gegebenen 
Kegelschnittes wiederum eine Tangente erzeugen. Zu dem 
Zwecke betrachten wir die Ebene mit ihrem Kegelschnitte 
als Bild einer Fläche zweiten Grades, die man von einem 
nicht auf ihr befindhchen Raumpuncte aus so auf die 
Ebene projicirt hat, dass der bez. Kegelschnitt die Ueber- 
gangacurve Yorstellt. Den Tangenten des Kegelschnitt's 
entsprechen die Erzeugenden der Fläche, und die Frage 
ist auf die andere zurückgeführt nach der GEesammtheit der 
Puncttransformationen der Fläche in sich selbst, bei denen 
die Erzeugenden Erzeugende bleiben. 

Solcher Transformationen gibt es nun zwar beliebig 
unendlich viele: denn man braucht nur den Punet der 
Fläche als Durchschnitt der Erzeugenden zweierlei Art zu 
betrachten und jedes der Geraden-Systeme beliebig in sich 
zu transformiren. Aber unter den Transformationen sind 
insbesondere die linearen. Nur auf diese wollen wir ach- 
ten. Hätten wir nämlich nicht mit einer Fläche, sondern 
mit einer mehrfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit zu thun, 
die durch eine quadratische Gleichung reprasentirt wird, 
so blieben nur die linearen Traneformationen , die anderen 
kämen in Wegfall »). 



1) Projicirt man die -Mannigfaltigkeit Btereograpliifioh , so erhält 
man den bekannten Satz: In mehrfach ausgedehnten Gebieten (schon 
im Banme) gibt es ausser den Transfonuationen, die sich in der 3rnppo 
der reeiproken Eadien befinden, keine confermen Pnncttranafonnationen. 
In der Ebene gibt es dagegen beliebig viele andere, Vergl. auch die 
citirten Arbeiten von Lie. 
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Diese linearen Tranefonüationen der Fläche in sieh 
selbst ergeben, durch (nicht stereographisehe) Projection 
anf die Ebene übertragen, zweideutige Puncttransformafcio- 
nen, vermöge deren aus Joder Tangente des Kegelschnittes, 
der die Uebergangscurve bildet, allerdings wieder eine 
Tangente wird, aus jeder anderen Geraden aber im Allge- 
meinen ein Kegelschnitt, der die Uebergangseurve doppelt 
berührt. Es lässt sich diese Transformationsgruppe passend 
characterisiren, wenn man auf den Kegelschnitt, der die 
Uebergangseurve bildet, eine projectivische Massbestimmung 
gründet. Die Transformationen haben dann die Eigen- 
schaft, Puncte, welche im Sinne der Maasbestimmung von 
einander eine Entfernung gleich Null haben, sowie Puncte, 
welche von einem anderen Puncte eine constante Entfer- 
nung haben, wieder in solche Puncte zu verwandeln. 

Alle diese Betrachtungen lassen sich auf beliebig viele 
Variabeln übertragen, insbesondere also für die ursprüng- 
liche Fragestellung, die sich auf die Kugel und die Ebene 
als Element bezog, . verwerthen. Man kann dem Resultate 
dabei eine besonders anschauliche Form geben, weil der 
"Winkel, den zwei Ebenen im Sinne der auf eine Kugel 
gegründeten projeoti vischen Mas sb estimmun g mit einander 
bÜdeh, mit dem "Winkel gleich ist, den ihre Durchschnitts- 
kreise mit der Kugel im gewöhnlichen Sinne mit einander 
bilden. 

Wir erhalten also auf der Kugel und weiterhin auf 
der Ebene eine Gruppe von Kreistransformationen, welche 
die Eigenschaft haben, Kreise, die einander berüh- 
ren (einen Winkel gleich NuU einschlieasen), so- 
wie Kreise, die einen anderen Kreis unter glei- 
chem Winkel schneiden, in oben solche Kreise 
überzuführen. In der Gruppe dieser Transformationen 
sind auf der Kugel die boz. linoaren, in der Ebene die 
Transformationen der Gruppe der reciproken Radien ent- 
halten. 

Die auf diese Gruppe zu gründende Kreisgeometrie ist 
nun das Analogen zu der Kugelgeometrie, wie sie 
Lie für den Raum entworfen hat, und wie sie bei Unter- 
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sucliungen über Krümmung der Flächen von ausgezeichneter 
Bedeutung scheint. Sie scbliesat die Geometrie der reei- 
proken Radien in demselben Sinne in eich, wie letztere 
wieder die elementare G-eometrie. — 

Die nunmehr gewonnenen Kreis- (Kugel-)Transforma- 
tionen haben insbesondere die Eigenschaft, sich berührende 
Kreise (Kugeln) in eben solclie überzuführen. Betrachtet 
man alle Curven (Flächen) als Tjmhüllun gagebilde von 
Kreisen (Kugeln), so werden in Folge dessen Curven (Flä- 
chen), die sich berühren, immer in wieder solche über- 
gehen. Die fraglichen Transformationen gehören aleo in 
die Clasae der später allgemein zu betrachtenden Berüh- 
rungatransformationen, d. h, solcher Umformungen, 
bei denen Berührung von Punotgebilden eine invariante 
Beziehung ist. Die im vorliegenden Paragraphen zuerst 
erwähnten Kreiatransf ormationen , denen man analoge Ku- 
geltransformationen an die Seite stellen kann, sind keine 
Berührungstransformationen. — 

"Wurden vorstehend die zweierlei Erweiterungen nur 
an die Geometrie der reciproken Radien angeknüpft, so 
gelten dieselben in entsprechender "Weise für Liniengeo- 
metrie, überhaupt für die projectivische Untersuchung einer 
durch eine quadratische Gleichung ausgeschiedenen Man- 
nigfaltigkeit, wie bereits angedeutet wurde, hier aber nicht 
weiter ausgeführt werden soll. 



Aiifzählnng weileriT Metliodfit , deiipii eiiin (Iru]j|ie von PiincIlFiiiis- 
fniinntioneii zu 6ruiidi> lie;;!. 

Elementare Geometrie, Geometrie der reciproken Eadien 
und auch projectivische Geometrie, sofern man von den 
mit Wechsel des Eaumelement's verltnüpften dualistischen 
Umformungen absieht, subsumiren sich als einzelne Glieder 
unter die grosse Menge von denkbaren Betrachtungswei- 
sen, welche überhaupt Gruppen von Puncttransformationen 
zu Grunde legen. Wir mögen hier nur die folgenden drei 
Methoden, die bieiin mit den genannten übereinstimmen, 
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hervorheben. Sind diese Methoden auch lange nicht in 
dem Masse, wie die projectivischo Gfeomctric, zu aelb- 
ständigen Disciplinen entwickelt, so treten sie doch deut- 
lich erkennbar in den neueren Unterauchungen auf. 

1. Die Gruppe der rationalen Umformungen. 

Bei rationalen Umformungen muss wohi unter acliie den 
werden, ob dieselben für alle Puncte des Gebietes, in 
welchem man operirt, also des Eaumes oder der Ebene etc., 
rational sind, oder nur für die Puncte einer in dem Gebiete 
enthaltenen Mannigfaltigkeit, einer Fläche, einer Curve. 
Nur die ersteren aind zu verwenden, wenn ea gut, im bis- 
herigen Sinne eine Geometrie des Eaumea, der Ebene zu 
entwerfen; die letzteren gewinnen von dem hier gegebenen 
Standpuncte aus erst Bedeutung, wenn Geometrie auf einer 
gegebenen Fläche, Curve atudirt werden eoÜ. Dieselbe 
Unterscheidung gilt bei der sogleich anzuführenden Ana- 
lysis aituB. 

Die seitherigen Untersuchungen, hier wie dort, haben 
sich aber wesentlich mit Transformationen der zweiten Art 
beschäftigt. Insofern dabei nicht die Frage nach der Geo- 
metrie auf der Flache, der Curve war, es sich vielmehr 
darum handelte, Criterien zu finden, damit zwei Flächen, 
Curven in einander transformirt werden können, treten 
diese Untersuchungen aus dem Kreise der hier zu betrach- 
tenden heraus. Der hier aufgestellte allgemeine Schema- 
tismus umspannt eben nicht die Gesammtheit mathema,ti- 
scher Forschung überhaupt, sondern er bringt nur gewisse 
Richtungen unter einen gemeinsamen Geaichtspunct. 

Für eine Geometrie der rationalen Umformungen, wie 
sie sich unter Zugrundelegung der Trane formationen der 
ersten Art ergehen muss, sind bia jetzt erst die Anfänge 
vorhanden. Im Gebiete erster Stufe, auf der geraden 
Linie, sind die rationalen Umfonnungen mit den linearen 
identisch und liefern also nichta Neues. In der Ebene 
kennt man freilich die Geeammtheit der rationalen Umfor- 
mungen {der C r e m n a ' schon Transformationen), man 



y Google 



weise, dass aie sich durch ijusammensetaung 
erzeugen lassen. Man kennt auch invariante Charactere 
der ebenen Curven : ihr G-cschleoht , die Existenz der 
Moduln; aber eigentlich zu einer G-eometrie der Ebene in 
dem hier gemeinten Sinne entwickelt sind diese Betrach- 
tungen noch nicht. Im Räume ist die ganze Theorie noch 
erst im Entstehen begriffen. Ton den rationalen Umfor- 
mungen kennt man bis jetzt nur wenige und benutzt die- 
selben, um bekaimto Flächen mit unbekannten durch Ab- 
bildung in Verbindung zu setzen. — 

2. Die Analysis situa. 

In der sog. Analysis situs sucht man das Bleibende 
gegenüber solchen Umformungen, die aus unendlich kleinen 
Verzerrungen durch Zusammensetzung entstehen. Auch 
hier muss man, wie bereits gesagt, unterscheiden, ob das 
ganze Gebiet, also etwa der Raum, als Object der Trana- 
formationen gedacht werden soll, oder nur eine aus ihm 
ausgesonderte Mannigfaltigkeit, eine Fläche, Die Trans- 
formationen der eisten Art sind es, die man einer Raum- 
geometrie würde zu Grunde legen können. Ihre Gruppe 
wäre wesentlich anders constituirt, als die bisher betrach- 
teten es waren. Indem sie alle Transformationen umfässt, 
die sich aus reell gedachten unendlich kleinen Puncttrans- 
formationen zusammensetzen, trägt aie die principielle Be- 
schränkung auf reelle Raumelcmente in sich, und bewegt 
sich auf dem Gebiete der wiUkürlichen Function, Man 
kann diese Tranaformationsgmppe nicht ungeschickt erwei- 
tem, indem man aie noch mit den reollen Collineationen, 
die auch das unendlich Ferne modificiren, verbindet. — 

3. Die Gruppe aller Puncttransformationen. 

"Wenn gegenüber dieser Gruppe keine Fläche mehr 
individuelle Eigenschaften besitzt, da jede in jede andere 
durch Transformationen der Gruppe übergeführt werden 
kann, so sind es höhere Gebilde, bei deren Untersuchung 
die Gruppe mit Vortheil Anwendung findet. Bei der Auf- 
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fassung der (jeometrie, wie aie hier zu Grunde gelegt ist, 
kann es gleichgültig sein, -wenn diese Gebilde seither nicht 
sowohl ab geometrische sondern nur als analytische betrach- 
tet -wurden, die gelegentlich geometrische Anwendung fan- 
den, und wenn man bei ihrer Untersuchung Processe an- 
wandte (wie eben beliebige Puncttraneformationen), die 
man erat in neuerer Zeit bewuset als geometrische Umform- 
ungen aufzufassen begonnen hat. Unter diese analytischen 
Gebilde gehören vor allen die homogenen Differentialaus- 
drüoke, sodann auch die partiellen Differentialgleichungen. 
Bei der allgemeinen Discuasion der letzteren scheint aber, 
wie in dem folgenden Paragraphen ausgeführt wird, die 
umfassendere Gruppe aller Berührungatransformationen noch 
vortheilhafter. 

Der Hauptsatz, der in der Geometrie, welche die Gruppe 
aller Puncttransformationen zu Grunde legt, in Geltung ist, 
ist der, dass eine Piincttransformation für eine 
unendlich kleine Partie des Baumes immer den 
Werth einer linearen Transformation hat. Die 
Ent Wickelungen der projectiviechen Geometrie haben also 
nun ihren Werth für das Unendlichkleine, und hierin liegt, 
mag sonst die "Wahl der Gruppe bei Behandlung von 
Mannigfaltigkeiten willkürlich sein ~ hierin liegt ein 
auszeichnender Character für die projectivische 
Anschauungsweise. 

Nachdem nun schon lange von dem Verhältnisse der 
Betrachtungsweisen, die einander einschliessende Gruppen 
zu Grunde legen, nicht mehr die Rede war, mag hier noch 
einmal ein Beispiel für die allgemeine Theorie des §. 2 
gegeben werden. "Wir mögen uns die Frage vorlegen, 
wie denn vom Standpuncte „aller Puncttransformationen" 
projectivische Eigenschaften aufzufassen sind, wobei von 
den dualistischen Umformungen, die eigentlich mit zur 
Gruppe der projectiviachen Geometrie gehören, abgesehen 
werden mag. Die Frage deckt sieb dann mit der andern : 
durch welche Bedingung aus der Gesammtbeit der Punct- 
transformationen die Gruppe der linearen ausgeschieden 
wird. Das Gharacteristiscbe der letzteren ist, dass sie jeder 
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Ebene eine Ebene zuordnen: sie sind diejenigen Puncttrana- 
forraationen, vermöge deren diellannigfaltigkeit der Ebenen 
(oder, was auf dasselbe hinaus kommt, der geraden Linien) 
erhalten bleibt. Die pcojectivisohe Geometrie ist 
aus der Geometrie aller Pune ttranaformation 
ebenso durch Adjunction der Mannigfaltigkeit 
der Ebenen zu gewinnen, wie die elementare 
Geometrie aua der projectiTischcn durch Ad- 
junction dea unendlich fernen Kugelkreises. 
Inabesondere haben wir z. B. vom Standpuncte aller Punct- 
transformationen die Bezeichnung einer Fläche als einer 
algebraischen von einer gewissen Ordnung als eine invari- 
ante Beziehung zur Mannigfaltigkeit der Ebenen aufzufas- 
sen. Es wird dies recht deutlich, wenn man, mit G rass- 
ln an n, die Erzeugung der algebraischen Gebilde an ihre 
lineale Construction knüpft, 

§.9. 
Ton der (iriip|ic aller BerillH'iuigslraiisf«riniilioiif;ii, 

. Berührungstran sfonnationcn aind zwar in einzelnen 
Fällen schon lange betrachtet; auch hat Jacobi bei ana- 
lytischen Untersuchungen bereits von den allgemeinsten 
Berührungatransformationen Gebrauch gemacht; aber in die 
lebendige geometrische Anschauung wurden sie erst durch 
neuere Arbeiten von Lie eingeführt^). Es ist daher wohl 
nicht überflüssig, hier auadrückHeh auseinanderzuaetzcn, 
was eine Berührungstransforraation ist, wobei wir uns, wie 
immer, auf den Punctraum mit seinen drei Dimensionen 
beschränken. 

Unter einer Eerührungstrausformation hat man, analy- 
tisch zu reden, jede Substitution zu verstehen, welche die 



1) Vergl bes, die bereits citjrte Arbeit; Ueber partielle Differen- 
tialgleioliimgen und Complexe. Math. Ann. V. Die im Texte gegebenen 
Ansfßhrnngen betr. partielle Diöerentialgleielrangen liabe icli wesent- 
lich mündüoiieii Mittlieilungen von Lie entnommen; vergl. dessen Note: 
Zur Theorie partieller DHfereiitialgleiolmiigeii. Güttinger Nachrichten. 
Oct. 1872. 
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Variabel -Wertlie x, y, z und ihre partiellen DiffeFential- 
quotienten ^ = p, 3— := q durch neue s', j', z', p', q' aus- 
drückt, Datei gehen , wie ersichtlich, sich beiübrende 
Flächen im Allgemeinen wieder in sich berührende Flächen 
über, was den Namen Berührungstraneformation begründet. 
Die Betührungstransformationen zerfallen, wenn man vom 
Puncte als Haumelement ausgeht, in drei Ciassen: solche, 
die den dreifach unendlich vielen Puncten wieder Puncto 
zuordnen — das sind die eben betrachteten Puncttransfor- 
mationen — , solche, die sie in Curven, endlich solche, die sie 
in Flächen überführen. Diese Eintheilung hat man insofern 
nicht als eine wesenüiche zu betrachten, als bei Benutzung 
anderer dreifach unendlich vieler Eauraelemente, etwa der 
Ebenen, allerdings wieder eine Theiiung in drei Gruppen 
eintritt, die aber mit der Theiiung, die unter Zugrunde- 
legung der Puncte statt fand, nicht eo'incidirt. 

Wenden wir auf einen Punct alle Berührungstransfor- 
mationen an, so geht er in die Geeammtheit aller Puncte, 
Curven und Flächen über. In ihrer Gesammtheit erst bil- 
den also Puncte, Ourven und Flächen einen Körper un- 
serer Gruppe. Man mag daraus die allgemeine Hegel ab- 
nehmen, daes die formale Behandlung eines Problem's im 
Sinne aller Berührungstransformationen (also etwa die so- 
gleich vorzutragende Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen) eine unvollkommene werden muss, sowie man 
mit Punct- (oder Ebenen-) Coordinaten opcrirt, da die zu 
Grunde gelegten ßaumelemente eben keinen Körper bilden. 

Alle in dem gen. Körper enthaltene Individuen als 
ßaumelemente einzuführen, geht aber, will man in Verbin- 
dung mit den gewöhnlichen Methoden bleiben, nicht an, 
da deren Zahl unendlichfach unendlich ist. Hierin liegt 
die Kothwendigkeit, bei diesen Betrachtungen nicht den 
Punct, nicht die Curve oder die Fläche, sondern das Flä- 
chonelement, d. h. daa "Werthsystem x, y, z, p, q als 
Eaumelement einzuführen. Bei jeder Eerührungstrans- 
formation wird aus jedem P lachen elemente ein neues; die 
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fiinfiach unendlich vielen EläcliBuelcmonte bilden ako ei- 
nen Köiper, 

Bei diesem Standpuncte muss man Pnnct, Curve, Flä- 
che gleichmässig als Aggregate von Flächenelementen auf- 
fassen, und zwar von zweifach unendlich vielen. Denn die 
Fläche wird von oo ^ Elementen hedeckt, die Curve von 
ehenso vielen berührt, durch den Punot gehen <» ^ hindurch. 
Aber diese zweifach unendlichen Aggregate von Elementen 
haben noch eine chai^acteristiache Eigenschaft gemein. Man 
bezeichne als vereinigte Lage zweier consecutiven Flä- 
chenelemente X, y, z, p, q und x-l-dx, y+dy, z-|-dz, p-f-dp, 
q-J-dq die Beziehung, welche durch 

dz— pdx — qdp=0 ■ 
dargestellt wird. So sind Pnnct, Curve, Fläche über- 
einstimmend zweifach unendliche Mannigfaltig- 
keiten von Elementen, deren jedes mit den ein- 
fach uJiondlich vielen ihm benachbarten verei- 
nigt liegt. Dadurch sind Pmict, Curve, Fläche gemein- 
sam charaeterisirt, und so müssen sie auch, wenn man die 
Qruppo der Berälu-ungstransformationen zu Gbunde legen 
will, analytisch repr^entirfc werden. 

Die vereinigte Lage conaecutiver Elemente ist eine bei 
beliebiger Berührungstransformation invariante Beziehung. 
Aberauch umgekehrt können die Berührungstransformationen 
deänirt werden als diejenigen Substitutionen der 
fünf Veränderlichen x, y, z, p, q, vermöge deren 
die Relation dz- — pdx — qdyrrO in eich selbst über- 
geführt wird. Der Kaum ist also bei diesen Untersuch- 
ungen als eine Mannigfaltigkeit von fünf Dimensionen an- 
zusehen und diese Mannigfaltigkeit hat man zu behandeln, 
indem man als Gruppe die Gesammtheit aller Transforma- 
tionen der Yariabeln zu Grunde legt, welche eine bestimmte 
Relation zwischen den Diiferentialen ungeändert lassen, 

Gegenstand der Untersuchung werden in erster Linie 
diejenigen Mannigfaltigkeiten, welche durch eine oder meh- 
rere Gleichungen zwischen den Variabein dargestellt wer- 
den, d. h. die partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung und ihre Systeme. Eine Hauptfrage 



y Google 



_35_ 

wird, wie sich aus den Mannigfaltigkeiten von Elementen, 
die gegebenen Gleichungen genügen, einfach, zweifach un- 
endliche ßcihen yon Elementen ausscheiden lassen, deren 
jedes mit einem benachbarten vereinigt liegt. Auf eine solche 
Ei'ago läuft z. B. die Aufgabe der Lösung einer partiellen 
DifFcrontialgloichimg erster Ordnung hinaus. Man soll — 
80 kann man sie formulircn — aus den vierfach unendlich 
vielen Elementen, die der Gleichung genügen, alle zweifach 
unendhchen Mannigfaltigkeiten der bewussten Art ausachoi- 
den. Insbesondere die Aufgabe der vollständigen Lösung 
nimmt jetzt die präcise Form an: man soll die vierfach 
unendhch vielen Elemente, die der Gleichung genügen, auf 
eine Weise in zweifach unendlich viele derartige Mannig- 
faltigkeiten zerlegen. 

Ein Verfolg dieser Betrachtung über partielle Differen- 
tialgleichungen kann hier nicht in der Absicht liegen; ich 
verweise in Bezug hierauf auf die citirten Lie'schen Ar- 
beiten, Es sei nur noch hervorgehoben, dass für den 
Standpunct der Berührung stransformationen eine partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung keine Invariante hat, 
dass jede in jede andere übergeführt werden kann, dasa 
also namentlich die linearen Gleichungen nicht weiter aus- 
gezeichnet sind. Unterscheidungen treten erst ein, wenn 
man zu dem Standpuncte der Puncttransformationen zu- 
rückgeht. 

Die Gruppen der Berührungstranaformationen, der 
Puncttransformationen, endlich der projoctivischen Umform- 
ungen lassen sich in einer einheitlichen Weise character- 
isiren, die ich hier nicht unterdrücken mag')- Berührungs- 
transformationen wurden bereits definirt als diejenigen Um- 
formungen, bei denen die vereinigte Lage conscoutivor 
Flächenelemente erhalten bleibt. Die Puncttransforma- 
tionen haben dagegen die characteristische Eigenschaft, 
vereinigt gelegene oonsecutive Linienelemente in eben 
solche zu verwandeln : die linearen und dualistischen Trans- 
formationen endlich bewahren die vereinigte Lage consecu- 

1) Ich verdaiiko diese Definitionen einer Bemortuiig von Lie. 
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tivcr Connex-Elemente. Unter emem Connex-ElemeDte 
verstehe ich die Vereinigung eines Fläohenelementea mit 
einem in ihm enthaltenen Linienelemente; coneecutive Con- 
nexelemente heiasen vereinigt gelegen, wenn nicht nur der 
Punct sondern auch das Linienelement des einen in dem 
Flächenelemente des anderen enthalten ist. Die (ührigens 
vorläufige) Bezeichnung: Connexelemcnt bezieht sich auf 
die von Clebsch neuerdings*) in die Geometrie einge- 
führten Gebilde, -wolehe durch eine Gleichung dargestellt 
werden, die gleichzeitig eine Reihe Punct- eine Reihe 
Ebenen- und eine Reihe Linien coordinaten enthalten, und 
deren Analoga in der Ebene Clebsch als Connexo be- 
zeichnet, 

§.10. 
Heller beliebig ausgeilehiite 1UiinnigMtfg:keitcii, 

Es wurde bereits wiederholt hervorgehoben, wie bei der 
Anknüpfung der bisherigen Auseinandersetzungen an d 
räumliche "Vorstellung nur der "Wunsch maasgebend war, 
die abstracten Begriffe durch Anlehnung an anschauliche 
Beispiele leichter entwickeln zu können. An und für sich 
sind die Betrachtungen von dem shmlichen Bilde unab- 
hängig und gehiSren dem allgemeinen Gebiete mathematischer 
Forschung an, das man als die Lehre von den ausgedehn- 
ten Mannigfaltigkeiten, oder (nach Grassmann) kurz als 
Ausdohnungslehre bezeichnet. "Wie man die "üeber- 
tragung des Vorhergehenden vom Räume auf den blossen 
Mannigfaltigkeitsbegriff zu bewerkstelligen hat, ist ersicht- 
lich. Es sei dabei nur noch einmal bemerkt, daas wir bei 
der abstracten Untersuchung, der Geometrie gegenüber, 
den Vortheil haben, die Gruppe von Transformationen, 
welche wir zu Grunde legen wollen, ganz willkürlich wäh- 
len zu können, während in der Geometrie eine kleinste 
Gruppe, die Hauptgruppe, von Vornherein gegeben war. 

I) &.tt Abhandlungen 1872 (Bd. 17): Uebei eine Fnndainental- 
anfgaba dprln^anantentlii'uni' sowie namentlich Gott. Naelirichten 1872. 
Nr. 22: Ucbir un ncne? Uiuudgi bilde der analytisclien Geometrie der 
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Wir mögon hier nur die foigendcn drei Behandlunga- 
weison, und auch diese ganz kurz berühren. 

1. Die projcctiYische Bebaudlungsweiso oder 
die moderne Algebra (Invariantentbeorie). 

Ihre Gruppe besteht in der Gesammtheit der linearen 
und dualistisoben Transformationen der zur Darstellung des 
Einzelnen in der Mannigfaltigkeit verwendeten Yeränder- 
lichen; sie ist die Verallgemeinerung der projcctiTischen 
Geometrie. Es wurde bereits hervorgehoben wie diese 
Bohandlungaweise bei der Diacussion dea unondlich Kloinen 
in einer um eine Dimension mehr ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit zur Verwendung kommt. Sie ßohliesst die beiden 
noch zu nennendon B eh andlungs weisen in dem Sinne ein, 
als ihre Gruppe die bei jenen zu Grunde zu legende Gruppe 



2. Die Mannigfaltigkeit von constantem 
Krümmungsmasse. 

Die Vorstellung einer solchen erwuchs bei Riemann 
aus der allgemeineren einer Mannigfaltigkeit, in der ein 
Differentialauadruck der Veränderlichen gegeben ist. Die 
Gruppe besteht hei ihm aus der Gesammtheit der Trans- 
formationen der Variabein, welche den gegebenen Ausdruck 
ungeändert lassen. Von einer andern Seite kommt man 
zur Vorstellung einer Mannigfaltigkeit von constanter 
Krümmung, wenn man im projectiviachcn Sinne auf eine 
zwischen den Veränderlichen gegebene quadratische Gleich- 
ung eine Masabestimmung gründet. Bei dieser "Weise tritt 
gegenüber der Eiemann'schen die Erweiterung ein, daas 
die Variabein als complex gedacht werden; man mag hin- 
terher die Veränderlichkeit auf daa reelle Gebiot beschrän- 
ken. Hierher gehören die grosse Beihe von Untersuchungen, 
die wir in §§. 5, 6, 7 berührt haben. 

3. Die ebene Mannigfaltigkeit. 

Als ebene Mannigfaltigkeit bezeichnet Riemann die 
Mannigfaltigkeit von constantem verschwindenden Krümm- 
ungsmasse. Ihre Theorie ist die unmittelbare Verallge- 
meinerung der elementaren Geometrie. Ihre Gruppe kann, — 
wie die Hauptgruppe der Geometrie ~ aus der Gruppe 
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der -projectivisclien dadurch auegeBchiedcn werden, dass 
man ein Gebilde fest hält, welches durch zwei Gleichungen, 
eine lineare und eine quadratische, dargestellt wird. Dabei 
hat man zwischen ßeellem und Imaginärem zu unterscheiden, 
wenn man sieh der Form, unter der die Theorie gewöhn- 
lich dargestellt wird, anachlieesen will. Hierher zu rechnen 
sind vor Allem die elementare Geometrie selbst, dami z, B. 
die in neuerer Zeit entwickelten Verallgemeinerimgen der 
gewöhnlichen Kiümmungstheorie u. s. w. 

Sehlussbcmerkungen. 

Zum Schlüsse mögen noch zwei Bemerkungen ihre 
Stelle finden, die mit dem bisher Vorgetragenen in enger 
Beziehung stehen ; die eine betrifft den Pormalismus, durch 
welche man die begrifflichen Entwickelungen den Voran- 
gehenden ropräscntiren will, die andere soll einige Probleme 
kennzeichnen, deren Inangriffnahme nach den hier gegohenoo 
Auseinandersetzungen als wichtig und lohnend erscheint. 

Man hat der analytischen Geometrie häufig den Vor- 
wurf gemacht, durch Einführung des Coordinatensystcm'a 
willkürliche Elemente zu bevorzugen, und dieser Vorwurf 
trifft gleiehmässig jede Behandlungs weise ausgedehnter 
Mannigfaltigkeiten, welche das Einzelne durch die Werthe 
von Veränderlichen characterisirt. "War dieser Vorwurf 
bei der mangelhaften Art, mit der man namentlich früher 
die Coordinatenmethode handhabte, nur zu oft gerechtfertigt, 
80 verschwindet er bei einer rationellen Behandlung der 
Methode. Die analytischen Ausdrücke, welche bei der 
Untersuchung einer Mannigfaltigkeit im Sinne einer Gruppe 
entstehen können, müssen, ihrer Bedeutung nach, von dem 
Co Ordinate nsystem e , insofern es zufällig gewählt ist, unab- 
hängig sein, und es gilt nun, diese Unabhängigkeit auch 
formal in Evidenz zu setzen. Dass dies möglich ist und 
wie es zu geschehen hat, zeigt die moderne Algebra, in 
der der formale Invariantenbegriff, um den es sich hier 
handelt, am deutlichsten ausgeprägt ist. Sie besitzt ein 
allgemeines und erschöpfendes Bildimgsgesetz für invariante 
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Auedrücke und operirt principiell nur mit solchen. Die 
gleiche Forderung soll man an die formale Behandlung stel- 
len, auch wenn andere Gruppen, ala die projectivischc, zu 
Grunde gelegt sind. Denn der Formalismus soll sich doch 
mit dcrBegriffsbildung decken, mag man nun den Formalismus 
nur als präcisen und durchsichtigen Ausdruck der Begriffs- 
bildung verwertheo, oder will man ihn benutzen, um an 
seiner Hand in noch unerforschte Gebiete einzudringen. — 

Die Problemstellung, deren wir noch erwähnen wollten, 
erwächst durch einen Yergleieh der vorgetragenen Anschau- 
ungen mit der sog. Galois'schen Theorie der Gleichungen. 

In der Galois'schen Theorie, wie hier, concentrirt 
sieh das Interesse auf Gruppen, von Aenderungen. Die 
Ohjecte, auf welche sich die Aenderungen beziehen, sind 
allerdings verschieden ; man hat es dort mit einer endlichen 
Zahl discreter Elemente, hier mit der unendlichen Zahl von 
Elementen einer stetigen Mannigfaltigkeit zu thun. Aber 
der Vergleich lässt sich bei der Identität des Grupponbe- 
griffes doch weiter verfolgen'), und es mag dies hier um 
so lieber angedeutet werden, als dadurch die Stellung cha- 
raeterieirt wird, die man gewissen von Lie und mir begon- 
nenen'Untersuchungcn'^) im Sinne der hier entwickelten An- 
schauungen zuzuweisen hat. 

In der Galois'schen Theorie, wie sie z. B, in Serret's 
Traite d'Alg^bre aup6rieure oder in 0. Jordan's Trait6 
des substitutions dargestellt wird, ist der eigentliche Unter- 
suchungsgegenstand die Gruppen- oder Substitutionstheorie 
selbst, die Gleichungsthcorie fliesst aus ihr als eine An- 
wendung, Entsprechend verlangen wir eine Tranefor- 
mationstheorie, eine Lehre von den Gruppen, welche 
von Transformationen gegebener Beschaffenheit erzeugt 
werden kÖnnon. Die Bogriffe der Vertausehbarkcit, der 

1) Ich erimiero hier daran, dass G-rassmann bereits in der Ein- 
leitung anr ersten Auflage seiner Anedehnungalohre (1844) die Comliiiia- 
torik und die Auädelinnngslehre pafallelisirt, 

2) Vergleiche den gemeinsamen Anfeatz: Ueber diejenigen ebenen 
Curvon, welche durch ein geschloäsenea System von einfach unendlich 
vielen vertanselibaren linearen Transformationen in sich Übergehen. 
Math. Annalen Bd, IV. 
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Aehnlichkeit u. 8. w. konimeii, wie in der Sutstitutioas- 
theoiie, KUr Verwendung. Als eine Anwendung der Trans- 
formationstheorie erscheint die aus der Zugrundelegung der 
Transforniationsgruppen fliessende Behandlung der Mannig- 
faltigkeit. 

In der Gleichungatheorie sind es zunächst die symme- 
tiiachen ITunctionen der Coeflicienten, die das Interesse auf 
sich ziehen, sodann aber diejenigen Ausdrücke, welche, 
wenn nicht bei allen, so durch eine grössere Eeibe von 
Vertaiischungen der Wurzeln ungeändert bleiben. Bei der 
Behandlung einer Mannigfaltigkeit unter Zugrundelegung 
einer Gruppe fragen wir entsprechend zunächst nach den 
Körpern (§. 5), nach den Gebilden, die durch alle Trans- 
formationen der Gruppe ungeändert bleiben. Aber es gibt 
Gebilde, welche nicht alle aber einige Transformationen 
der Gmppe zulassen, und diese sind dann im Sinne der 
auf die Gruppe gegründeten Behandlung besonders interes- 
sant, sie haben ausgezeichnete Eigenschaften. Es kommt 
das also darauf hinaus, im Sinne der gewöhnlichen Geo- 
metrie Bymmetrisehe, reguläre Körper, Kotations- und Schrau- 
benflächen auszuzeichnen. Stellt man sich auf den Stand- 
punct der projectivisohen Geometrie und verlangt insbeson- 
dere, dass die Transformationen, durch welche die Gebilde 
in sich übergehen, vertauschbar sein sollen, so kommt man 
auf die von Lie und mir in dem citirten Aufsatze betrach- 
teten Gebilde und auf das in §. 6. desselben gestellte 
allgemeine Problem. Die dort in §§. 1, 3 gegebene Be- 
stimmung aller Gruppen unendlich vieler vertauschbarer 
linearer Transformationen in der Ebene gehört als ein Theil 
in die soeben genannte allgemeine Transforniationstheorie ')■ 



1) Ich musa mir versagen, im Texte auf die Fniehtbarkeit hinzu- 
Waisen, welclie die Betraohtung unendlich Itleinei' Transformationen 
in der Theorie der Differenüalgieiclningen hat. In §. 7, der oitirten 
Arheit haben Lie und ich gezeigt: Gewillmüche Differentialgleich- 
wigeii, melohe gleiche unendlich kleine Tranaformationen zugeben, bie- 
ten gleiche Integrationsschwierigieiten. Wie die' Betrachtungen für 
partielle Differenflalgleiclmngen an rerwerthen seien, hat Lie an ver- 
schiedenen Orten, so bes. in dem früher genannten Aulaatze (Math. 
Ann. V.) an veraehiodenen Beispielen auseinandergeaetEt, (vergl, nament" 
lieh auch MittheiliiEgen dei' Academie zu Chriatiania. Mai 1S73.) 
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Noten. 

r. Ueber den Gegensatü der sy iithetiscfien und 
analy tisclien Richtung in äer neueren G-eometrie. 

Den üntersohied zwischen neuei-er Synthese und neuerer 
analytischer Geometrie hat man zur Zeit nicht mehr als einen 
wesentlichen zu betrachten , da der gedankliche Inhalt sowohl 
als die Schlussweise sich auf beiden Seiten allmählich ganz ähn- 
lich gestaltet haben. Daher wählen wir im Texte zur gemein- 
samen BezeieliBung beider das Wort „projectivisehe Geometrie", 
Wenn die synthetische Methode mehr mit räumlicher Anschauung 
arbeitet und ihren ersten, einfachen Etit Wickelungen dadurch 
einen ungemeinen Reiz ertheilt, so ist das Gebiet räumlicher 
Anschauung der analytischen Methode nicht verschlossen, und 
man kann die Formeln der analytischen Geometrie als einen 
präeisen und durchsichtigen Ausdruck der geometrischen Bezieh- 
ungen auffassen. Man hat auf der anderen Seite den Vortheil 
nicht zu unterschätzen, den ein gut angelegter Formalismus 
der Weiterforschung dadurch leistet, dass er gewissermassen 
dem Gedanken vorauseilt. Es ist zwar immer an der For- 
derung festzuhalten, dass man einen mathematischen Gegen- 
stand noch nicht als erledigt beti-achten soll , so lange er nicht 
begrifflich evident geworden ist, und es ist das Vordringen au 
der Hand des Formalismus eben nur ein erster aber schon sehr 
wichtiger Schritt. 

II. tfrennung der heutigen Geometrie in Dis- 
ciplinen, 

Wenn man z. B. beachtet, wie der mathematische Physiker 
sich durchgängig der Vortheile enteehlägt, die ihm eine nur eini- 
germassen ausgebildete projectivisehe Anschauung in vielen Fällen 
gewähren kann, wie auf der anderen Seite der Projectiviker 
die reiche Fundgrube mathematischer Wahrheiten unberührt 
lässt, welche die Theorie der Krümmung der Flächen aufgedeckt 
bat, so muss man den gegenwäi-tigen Zustand des geometii- 
schen Wissen's als recht unvollkommen und als hofienthch vui- 
übergehend betrachten. 

III. Ueber den Werth räumlicher Anschauung. 
Wenn wir im Texte die t^umliche Anschauung als etwas 

Beiläufiges bezeichnen, so ist dies mit Besiug auf den rein 
mathematischen Inhalt der zu formulirenden Betrachtungen 
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gemeint. Die Anschammg hat für ilin. nur den Werth der 
Veransciaulichnng , der allerdings in pädagogischer Beaiehung 
selir hoch anKUSchlagen ist. Ein geometrisches Modell a. B. ist 
auf diesem Standpuncto sehr lehrreich und interessant. 

Ganz anders stellt sich aber die Frage nach dem Werthe 
der räumlichen Anschauung überhaupt. Ich stelle denselben 
als etwas selbständiges hin. Es gibt eine eigentliche Geometrie, 
die nicht, wie die im Texte besprochenen Untersuchungen) nur 
eine veranschaulichte Form abstracterer Untersuchungen sein 
will. In ihr gilt es, die räumlichen Figuren nach ihrer vollen 
gestaltlichen Wirklichkeit aufzufassen und (was die mathema- 
tische Seite ist) die für sie geltenden Beziehungen als evidente 
Folgen der Grundsätze räumlicher Anschauung zu verstehen. 
Ein Modell — mag es mm ausgeführt und angeschaut oder nur 
lebhaft vorgestellt sein — ist fftr diese Geometrie nicht ein 
Mittel KUni Zwecke sondern die Sache selbst. 

Wenn wir so, neben und unabhängig von der reinen Ma- 
thematik, Geometrie als etwas Selbständiges hinstellen, so ist 
das an und für sich gewiss nichts ITeues. Es ist aber wün- 
schenswerth, diesen Gesichtspunct ausdrucklich einmal wieder 
hervorzuheben, da die neuei'e Forschung ihn fast ganz übergeht. 
Hiermit hängt zusammen, dass umgekehrt die neuere Forschung 
selten dazu verwendet wurde, wenn es galt, gestaltliche Vei- 
hältnisse räumlicher Erzeugnisse zu beherrschen , und doch 
scheint sie gerade in dieser Eichtung sehr fraehtbar. 

IV. UeberMannigfaltigkeiten von beliebig vie- 
len Dimensionen. 

Dass der Eaum, als Ort für Puncte aufgefasst, nur drei 
Dimensionen hat, braucht vom mathematischen Standpuncte 
aus nicht discutirt zu werden; ebenso wenig kann man aber 
vom mathematischen Standpuncte aus Jemanden hindern, zu 
behaupten, der Raum habe eigentlich vier, oder unbegränat 
viele Dimensionen, wir seien aber nur im Stande, drei wahr- 
zunehmen. Die Theorie der mehrfach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeiten, wie sie je länger je mehr in den Vordergrund 
neuerer mathematischer Forschung tritt, ist, ihrem Wesen 
nach, von einer solchen Behauptung vollkommen unabhängig. 
Es hat sich in ihr aber eine Redeweise eingebürgert, die aller- 
dings dieser Vorstellung entflossen ist. Man spricht, statt von 
den Individuen einer Mannigfaltigkeit, von den Puncten eines 
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höheren Baumes etc. An und für sich hat diese Redeweise 
manches Gute, insofern sie durch Erinnern an die geometrischen 
Anschauungen das Vergtitndniss erleichtert. Sie hat aber die 
nachtheilige Folge gehabt, dass in ausgedehnten Kreisen die 
Untersuchungen über Mannigfaltigkeiten mit beliebig vielen 
Dimensionen als solidarisch erachtet wei-den mit der erwähnten 
Voi-stellung von der Uesehaffenheit des Eanmes, Nichts ist 
grundloser als diese Auffassung, Die betr. mathematischen 
Untersuchungen würden allerdings sofort geometrische Ver- 
wendung finden, vfenn die Vorstellung richtig wäre, — aber 
ihr Werth und ihre Absicht ruht, gäuzlicli unabhängig von 
dieser Yorstellung, in ihrem eigenen mathematischen Inhalte. 

Etwas ginz anders ist es, wenn Plticker gelehrt hat, den 
wiiklichcn Eium iK eme Mannigfaltigkeit von beliebig vielen 
Dimensionen \utzufassen, indem man als Element des Eanmes 
ein von beliebig vielen Pirametem abhängendes Gebilde (Curve, 
Flache etc I einfühlt (veigl. §. 5 des Textes). 

Die Voretellnngsweise , welche das Element der beliebig 
ansgedehnfa'n Mannigfaltigkeit als ein Analogon zum Puncte 
des Raumes betiachtet, int wohi merst von Grassmann in 
seinei \usdehnung4ehie (1844) entwickelt worden. Bei ihm 
ist dei Gedanki, völlig frei von der erwähnten Vorstellung von 
der Natni des Kaumes, letztere geht auf gelegentliche Be- 
meikungen von G luss zurück und wurde durch Eiemann's 
üntei suchungen über mehlfach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten, 
in welche iie mit emgefloihten ist, in weiteren Kreisen bekannt. 

Beide Auffassnngsweison — die Grassmann'sche wie 
die Flu ck er 'sehe — haben ihre eigenthümlichen Vorzüge; 
man verwendet sie beide, zwischen ihnen abwechselnd, mit 
Vortheil. 

V. Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische 
Geometrie. 

Die im Teide gemeinte projoctivisohe Massgeometrie coin- 
cidirt, wie neuere Untersuchungen gelehrt haben, dem Wesen 
nach mit der Massgeoniotrie, welche unter Nicht-Annahme des 
Parallelen- Axiom 's entworfen werden kann und die zur Zeit 
unter dem Namen der Nicht - Euklidischen Geometrie vielfach 
besprochen und disljutirt wird. Wenn wir im Texte diesen 
Famen Überhaupt nicht berührt haben, so geschah es aus einem 
Gnmde, der mit den in der vorstehenden Note gegebenen Aus- 
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Verfolgt man diese Punctsysteme auf der Kugel, so ist es 
interessant, zu sehen, wie f und Q doppelt, A dreifach zählend 
aus denselben entstellt. 

Eine biquadratische Form f hat eine ebensolche Covariante 
H, eine Covariante sechsten Grades T, zwei Invarianten i und j. 
Besonders zu Ijenierken ist die Sehaar biquadrati scher Formen 
iH+^jf, die alle zu dem nümlichen T gehören, und unter 
denen die drei quadratischen Factoron, in welche man T Eier- 
legen kann, doppelt zählend enthalten sind. — 

Man lege jetzt durch don Mittelpunct der Kugel drei zu 
einander roehtwinklige Axen OX, OY, OZ. Ihre 6 Durehstoss- 
punete mit der Kugel bilden die Form T. Die 4 Puncto eines 
Quadrupels iH+>ljf sind, unter x, y, z Coordinaten eines be. 
liehigen Kugelpunctes verstanden, durch das Schema 
s, y, z, 

vorgestellt. Dio vier Puncte bilden jedesmal die Ecken emes 
symmetrischen Tetraeder 's, dessen gegenübeistehendo Heiten ¥on 
den Axen des Coordinatensyatem's halbut weiden wodurch die 
Rolle, welche T in der Theorie dei biquidiatischen üleKliuiigpn 
als Eosolvento von iH-f-^jf spielt, gekennzeichnet i^t 
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